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摘  要：分析非线性弹性地基上受参数激励小挠度矩形薄板的主参数共振问题，由冯卡门方程和伽辽金方法得到系统的非线

性振动方程，它是杜分-马休型方程，应用非线性振动的多尺度法得到平均方程。数值计算结果表明：阻尼系数、地基系数、

几何参数对主参数共振曲线影响明显。 
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Abstract: Primary parametric resonance of a parametrically excited simply supported thin rectangular plate on nonlinear elastic 
foundation is analyzed. The nonlinear vibration equation that has the form of a Mathieu-Duffing’s equation is derived from the Von 
Karman equation and Galerkin’s method. The method of multiple scales is used to find the averaged equation. Numerical results are 
presented to illustrate the effect of various parameters including damping parameter, foundation coefficient as well as geometry 
parameter.  
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1  引  言 

地基板是工程中常见的结构，近年来有许多学

者考虑各种非线性效应的影响，讨论了板在不同荷

载形式下的振动问题。因为在公路路面、机场跑道、

停机场、工业地坪及建筑基础等多种工程中都会遇

到地基板的计算分析，所以弹性地基板的研究具有

十分重要的工程意义。Sathya moorthy 等[1～4]对薄板

非线性性问题进行了研究。曲庆璋等[5]对线性地基

上矩形板振动等问题进行了研究。Gajiendar[6]、

Nath[7]、Dumir[8]、邱平[9]等研究了非线性弹性地基

上圆薄板的振动问题。 
本文考虑了阻尼和地基非线性效应的影响，建

立了小挠度矩形板在纵向均布简谐激励作用下的非

线性动力学方程。利用对该类型板非线性弯曲问题

的研究，找到了能够满足所有边界条件的近似挠度

函数，然后用 Galerkin 方法把用偏微分方程表示的

非线性动力学方程转化为用常微分方程表示的非线

性动力学方程。应用多尺度法研究了系统主参数共

振的问题，最后讨论了不同参数对系统主参数共振

的影响。 

2  基本方程 

考虑图 1 所示的两边简支矩形薄板，板厚为 h，
长、宽分别为 a 和 b，在其左右边界上受有均匀分

布简谐压力 N，板单元的动力方程由式（2）给出： 
 
 
 
 
 
 

图 1 非线性弹性地基上矩形薄板模型 
Fig.1  The model of rectangular thin plate on nonlinear 

elastic foundation 
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W 为板的横向挠度； 为板单位体积的质量；c 为

阻尼系数；E 为弹性模量； 为泊松比； 1k 和 2k 分

别为线性和非线性地基系数。 
两边简支的边界条件为 
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因此，假定满足边界条件的位移模式为 
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为限制残差R ，可通过伽辽金方法建立求解过

程： 
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由式（6）、式（7）可得到双模态的非线性动力

方程为 
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整理可得 
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利用式（10）、（11）可研究双参数地基上的两

边简支矩形薄板非线性振动问题。下面分析系统的

主参数共振。 

3  单模态系统的主参数共振 

为研究单模态系统的主参数共振，将式（2）代

入式（10），令 0)(2 tU ，即得单模态系统参数激

励作用下的非线性振动方程： 
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把式（13）代入式（12），因为阻尼项、非线性

项与惯性力项相比是小项，又因为要研究系统的主

参数共振，故在阻尼项、非线性项、参数激励项前

冠以小参数 ，整理得 
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为了简化研究过程，不失一般性，在主参数共

振情况下设 

 1                (16) 

这里  是调谐值，采用多尺度法[10]，取两个

时间尺度 0T ， 1T 。设主参数共振情况下的一次近似

解为  
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将式（17）代入式（14），并考虑式（16）比较

 同次幂的系数得 
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方程(18)的解是 
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这里 cc表示等式右端函数的共轭复数部分。 
其中 
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消除永年项的条件为 
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将式(21)代入式(24)，并展成三角函数形式： 
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分离实部和虚部，得 
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从式(26)和式(27)解出 ,
d
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得到下列极坐

标形式的平均方程： 
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4  计算实例 

弹性地基上的矩形薄板上受纵向力 N，且

tPPN  cosT0 。参数取值为 33 kg/m105.2  , 
,1.0c ,m 5.3 15.0Pa,105.3 9   ，E b =4 m， 

,m 2.0h N/m  10060 P , N/m 800T P 。按式(30)、
式（31）可以计算系统主参数共振的各种响应曲线。 

在图 2 中， 38
1 N/m 104k ， 37

2 N/m 104k ，

在图 3 中， 39
1 N/m 102k 38

2 N/m 102, k ，从 
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上述两图中可以看出随着地基系数的增大，板的振

幅减小，因为 2k 为非线性地基项，所以地基系数 2k
的大小直接影响曲线的弯曲程度。即同样大的线性

地基系数，非线性地基系数越大，板的振幅越小。 

同时只有当满足条件
4
g0  时，才能发生参数共 

振。因此在小挠度板的动力分析中非线性地基系数

起着非常重要的作用。 

                   (a)                              (b)                              (c)                              (d) 

图 2 幅频响应曲线 
Fig.2  Amplitude-frequency response curves  

 

                   (a)                             (b)                               (c)                             (d) 

图 3 幅频响应曲线 
Fig.3  Amplitude-frequency response curves 

 
在图 4 振幅-板厚响应曲线中，可以看到在薄板

范围内，振幅 a 随着板厚 h 的增大而增大。在图 5
振幅-阻尼响应曲线中，  2

38
1  ,N/m 104 kk  

4 37 N/m 10 。在图 6 振幅-阻尼响应曲线中，

 21k 37
2

38 N/m 102 ,N/m 10 k 。在图 7 振幅-外
激励响应曲线中，振幅随着激励 TP 的增大而增大。

参数取值不同，振幅-阻尼响应曲线的拓扑结构会发

生变化。为了更清楚地反映振幅与地基系数的关系，

下面作振幅与地基系数的响应曲线。从图 8 中可以

看出，在其它参数不变的情况下，随着地基系数 1k
的增加，系统主参数共振响应曲线的振幅减小。 

 
图 4 振幅-板厚响应曲线 

Fig.4  Amplitude-thickness of plate response curves 

 

                 (a)                               (b)                               (c)                            (d) 

图 5 振幅-阻尼响应曲线 
Fig.5  Amplitude-damping response curves 

 /10-3 rad·s-1  /10-3 rad·s-1  /10-3 rad·s-1  /10-3 rad·s-1 

 /10-3 rad·s-1  /10-3 rad·s-1  /10-3 rad·s-1  /10-3 rad·s-1 

 /10-3 
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                  (a)                              (b)                               (c)                              (d) 
图 6 振幅-阻尼响应曲线 

Fig.6  Amplitude- damping response curves 
 

 
图 7 振幅-外激励幅值响应曲线 

Fig.7  Amplitude-amplitude of excitation response curves 
 

 
图 8 振幅-地基系数 k1响应曲线 

Fig.8  Amplitude-foundation coefficient k1 response curves 
 

5  结  论 

建立了非线性弹性地基上小挠度矩形板在均布

纵向简谐力作用下的非线性动力学方程。利用伽辽

金方法将用偏微分方程描述的非线性动力学方程转

化为用常微分方程描述的非线性动力学方程，应用

多尺度法对系统的主参数共振进行了研究，分析了

阻尼系数、地基系数、几何参数等对系统主参数共

振的振幅及拓扑结构的影响。理论分析与数值计算

结果表明，系统要发生主参数共振，既需要满足频

率条件，还需要满足参数条件。随着地基系数的增

加，系统主参数共振的振幅减小。在薄板范围内，

系统主参数共振的振幅随着板厚的增加而增大。阻

尼影响系统主参数共振曲线的拓扑结构。以上结论有

待于实验的进一步验证，对工程实际具有参考价值。 
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